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Abstrakt

Modus nahodnej premennej, ktora vyjadruje dizku Zivota jednotlivca, sa nazyva normalna
dizka Zivota. Je to vek, v ktorom l'udia najéastej$ie umieraju, a odhaduje sa z umrtnostnych
tabuliek. V prispevku sme skiimali vyvoj normélnej dizky Zivota za posledné desatroéia na
Slovensku a v Ceskej republike. Pomocou Lee-Carterovho modelu sme potom poéitali
predikcie mier imrtnosti a predikcie strednej a normalnej dizky Zivota v oboch populdciach.
Vysledky naznacuji, ze tento vyvoj napriek mnohym spoloénym znakom mé aj isté
odlisnosti, aj ¢o sa tyka rozdielov medzi muzmi a Zenami. Kym stredna dizka Zivota sa
postupne predlzuje vo vietkych skimanych suboroch, u normalnej dizky to platit nemusi.
Anomalia, ktora sa vyskytuje u muzov SR na konci XX. storoCia, pretrvava i v
prognézovanom vyvoji. Ukazuje sa tiez, Ze vypocet normalnej dizky zivota je citlivy najma
na presnost’ vstupnych dat a na sposob vyhladzovania dat na konci tabul’ky (t.j. pre vysoké

veky).
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USE OF LEE-CARTER MODEL TO PREDICT THE NORMAL
LIFE EXPECTANCY IN SLOVAKIA AND THE CZECH
REPUBLIC

Abstrakt

Mode of random variable, which indicates the length of life of an individual is called a normal
life expectancy. It is the age at which people most often die, and it is estimated from life
tables. In this paper, we examined the development of normal life expectancy in recent
decades in Slovakia and the Czech Republic. Use the Lee-Carter model, we then calculated
mortality rates and prediction of life expectancy and normal life expectancy in both
populations. The results suggest that this trend despite many common features, it also has

some differences, both in terms of differences between men and women. While life



expectancy is gradually extending in all the surveyed sample, by the normal length is not
necessarily true. Anomaly, which occurs in men in Slovakia at the end of XX. century,
continued into forecasting. It also appears that the calculation of the normal life expectancy is
particularly sensitive to the accuracy of input data and the method of smoothing data at the

end of the table (i.e. for higher ages).
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Uvod. Dlhovekost’, jej meranie a vyvoj

V suvislosti so zrychlenym populaénym starnutim sa v poslednej dobe obracia pozornost
demografov na ukazovatele dizky Zivota, najmi stredni, pravdepodobnii a normalnu dizku
zivota (strednd hodnota, median a modus dizky dalsicho Zivota novorodencov). Ako je
zname, rozdelenie imrti podla veku je bimodélne, znacne asymetrické vdaka pomerne
vysokej detskej umrtnosti. Este v polovici XX. storocia aj na Slovensku globalne maximum
tvorili imrtia vo veku 0. Preto predmetom $tudia bude modalny vek pri imrti dospelych osob,
tj. vek, vktorom umiera najviac T'udi (z tych, ktori prezili nebezpecny detsky vek).
Normélna dizka Zivota sa tak da interpretovat ako vek, v ktorom obvykle prichadza
prirodzena smrt’.

Znizovanie umrtnosti a predlzovanie 'udského Zivota je dnes uz viac-menej vseobecny
jav. Ma tri hlavné zlozky: znizovanie detskej a dojéenskej imrtnosti, znizovanie predcasnej
umrtnosti (na tzv. odvratitel'né priiny, rektangularizacia krivky prezivania) a (pripadne)
postivanie normalnej dizky Zivota do vyssieho veku (shifting hypothesis). Nase vypolty
prekvapivo ukazali, Ze vyvoj normaélnej (modalnej) dizky Zivota na Slovensku a v CR ma

odli$ny priebeh, zvlast’ u muzov, a tak tomu bude i v blizkej budtcnosti.

1 Rozdelenie umrti podla veku

Oznaéme x (x>0) (presny) vek osoby, a I(x) pocet osdb z tabulkovej populacie, ktoré sa
dozivaju presného veku x rokov. Ak pre jednoduchost’ zvolime /(0) = lo = 1, potom I(x) sa
zaroven rovnd pravdepodobnosti, ze prave narodend osoba sa dozije x rokov. Intenzita
umrtnosti (t.j. okamzity relativny ubytok poctu o0s6b v populacii) je potom definovana

vztahom
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Ako je zname, pocet dozivajucich sa veku x mozno potom vyjadrit’ pomocou integralu

—jy(z)dz

I(x)=1I,e? . (2)
Rozdelenie umrtnosti podla veku popisuje funkcia d(x) = u(x) /(x), o je zaroven hustota
pravdepodobnosti ndhodnej premennej, ze osoba zomrie vo veku presne x rokov. Jej diskrétna
analégia d, vyjadruje pocet zomrelych v doviienom veku x rokov. Normalna dizka Zivota M
je bod maxima (modus) funkcie d(x) pre x > 0 a je to zaroven jeden z inflexnych bodov
funkcie /(x). Derivovanim d(x) podla x sa da ukézat' (napr. Canudas-Romo 2008), ze M je

rieSenim rovnice

dpu(x ,
DO~ 41w = [P 3

dx
Da sa je ukazat (Canudas-Romo 2008, Horiuchi et al. 2013), ze napr. v Gompertzovom
modeli s intenzitou imrtnosti v tvare

Ux) = BC* = Be™ = el*« €))

(kdeb=InB,c=InC)je
M=In(c/B)/c, uMy=c, IMy=Ile'™?, dM)y=Ilce'™~. %)

2 Odhad normailnej dizky Zivota z pozorovanych tidajov

V praxi médme vacSinou k dispozicii data o zomrelych a zijicich v doviSenom veku za
kalendarny rok. Normalna dizka Zivota sa potom po&ita ako odhad modusu z umrtnostnych
tabuliek. Presnost’ takéhoto odhadu zavisi od mnohych faktorov, ako napr.:

- kvalita (presnost’ a spolahlivost’) vstupnych dat;

- metoda konStrukcie umrtnostnych tabuliek, vyhladzovanie dat v strednej cCasti tabulky,
aproximacia a extrapolacia pravdepodobnosti imrtia vo vysokych vekoch;

- vyber modelu pre intenzitu umrtnosti, vyber metédy odhadu jeho parametrov (obvykle
Kingova — Hardyho metoda),

- sposob prepojenia vyhladenych dat v strednom a vy$Som veku (obvykle prave v okoli
normélnej dizky Zivota);

- metdda aproximacie modusu (vrchol paraboly prelozenej tromi bodmi, alebo ziskanej

pomocou MNS z viacerych dat (nie je jedno, ktorych), P-splajny (Horiuchi et al. 2013)).



Preto vysledné odhady modusu (z tych istych dat) sa mézu nezanedbatelne lisit,
najmd v populaciach s ,,nedokoncenou rektangularizaciou®, t.j. ak vrchol krivky d(x) je

pomerne plochy.

Obr. 1. Normalna diZka Zivota muZov a Zien v SR a CR, odhady a prognézy (p).
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Na Obr.1. je zndzorneny vyvoj normalnej dizky Zivota v SR a CR z dat, ktoré boli
k dispozicii. Na vypocet sme pouzili data z ¢eskej a slovenskej stranky POPIN (POPIN Czech
republic 2003, VDC 2015). Tabul’kovy pocet zomrelych vo veku 70-85 rokov (muzi), resp.
75-90 rokov (Zeny) bol prelozeny parabolou 2. stupiia pomocou MNS a vypoéitany jej vrchol.
Pozoruhodné je, Ze pre muzov i pre zeny bola normélna dizka Zivota mierne vys$ia v SR ako
v CR az do zagiatku 90. rokov. Potom normélna di’ka Zivota u slovenskych muZov
prekvapivo klesla, aby sa ku koncu tisicrocia opét’ vratila na povodné hodnoty, hoci stredna
dizka zivota stale vyznamne stiipala. Podotykame, 7e podobné vysledky, ziskané nezavisle
z udajov Human Mortality Database, uvadza aj Langhamrova et al. (2014).

Na Obr.1 je tiez vidno, Ze takto vypo&itany odhad normalnej dizky Zivota ma u muzov
rozkolisanejsi priebeh ako u zien. Minimalne v pripade populacie SR je to preto, ze bod
prechodu medzi datami vyhladenymi metddou kizavych priemerov a King-Hardyho metodou
(Mészaros 2000) v jednotlivych rokoch je vek okolo 77 az 80 rokov, ktory je vacSinou nad
odhadnutym modusom u muzov, ale pod odhadnutym modusom u Zien.

Vypocet predikcii, ktoré su na Obr.1 oznacené znakom (p), je popisany nizsie v § 6.



3 Vyvoj normalnej dizky Zivota v ¢ase
Vo vieobecnosti i pri klesajucej Gmrtnosti (resp. rasticej strednej dizke Zivota) moze
normélna dizka Zivota rast, klesat’ (ako ukazuje vyvoj pre slovenskych muZzov na konci XX.
stor.) alebo drzat’ sa na tej istej irovni. D4 sa ukazat’ (Canudas-Romo 2008), ze ak napr. v
Gompertzovom modeli (4) sa intenzita imrtnosti meni v ¢ase rovnomerne,
w(x, )=B(t) C* =Be" e =gl-11Fex (6)
tak modus M(7) je linedrnou funkciou casu,
M) =M+rt/c, @)
kde M(0) = M = In(c/B) / ¢, pricom
MM, =c,  I(M@),0)=lo e BIPT - d(M(0),0) = lo c e TEAORD(8)

Pre obvyklé hodnoty parametrov Gompertzovho modelu funkcia d(M(t),f) v ¢ase pomaly
klesd k /o e!. Takyto vyvoj mozno pozorovat aj napr. v krajinach s nizkou Gmrtnostou
(Canudas-Romo 2008: 1182). Naproti tomu, ak sa znizuje len detska a predcasna iimrtnost,
modus sa vobec nemusi menit’.

V dalSej ¢asti pouzijeme na progndézu umrtnosti model, ktory publikovali Lee a Carter
(1992) a ktory nepredpoklada rovnaké tempo znizovania $pecifickych mier umrtnosti. Tu

u(x, )= o)+ ) k@), 9)

Parameter o(x) vyjadruje vplyv veku, k(¢) vplyv Casu a f(x) vyjadruje vplyv casového faktora
k(f) na timrtnost’ v roznych vekoch. Ak sa napr. miery umrtnosti v ¢ase nemenia, k() = 0
anaviac a(x) = b + ¢ x = InB + x InC, model (9) sa zmeni na Gompertzov model (4). V
pripade, Ze v (9) k() je klesajica linearna funkcia (Co je Casty pripad), napr. k(f) = 1 — ¢, kde
A je vhodna konstanta, tak v (9)

LU(x, 1) = o) AR KD = pale) + A0 (=) = o) + ) () PO = 1y f) @B |
a f(x) predstavuje ro¢nil mieru poklesu intenzity umrtnosti vo veku x. Ak naviac f(x) = r
nezavisi od veku, tak model (9) sa zmeni na Gompertzov dynamicky model (6) v tvare u(x,t)=
— o (br2) -1t Fex

Dodajme, Ze parametre a(x), f(x) a k(f) v (9) nie st uréené jednoznacne. Ci a ako sa

meni modus M(t), zavisi od priebehu parametra £(x).



4 Predikcie umrtnosti v LCM
Lee — Carterov model (LCM) opisuje zmeny Specifickej miery umrtnosti podla veku v
zavislosti od ¢asu (Lee a Carter 1992). LCM predpoklada, ze vek x i Cas ¢ sa menia diskrétne a

pozorovana Specificka miera umrtnosti My, sa da pisat’ v tvare

M. =e“ Py E X=XpeesX,y =100t (10)

x,t x,t2 " mo
kde ax, By, ki st parametre modelu zavislé od veku, resp. od ¢asu a &, je ndhodnd chyba. Na
vypocty je vhodnejsi logaritmicky tvar modelu

In(M,)=o, +B.k +¢,,, X=XppesX,, =100, (11)

ool

Aby parameter bolo mozné identifikovat’ jednozna¢ne, na parametre fr a k: su kladené

dodato¢né podmienky, napr.

> op=l D"k =0 (12)

Na odhad tychto parametrov existuje niekol’ko metdd, v tomto prispevku pouzivame
metodu publikovanu v praci Haberman a Russolillo (2005). Prvotné odhady ziskame

z nasledujucich vztahov:
>, kan(M,)-a,)
PR

Ked'ze nie je dovod predpokladat, ze priebeh funkcii o(x) a S(x) ma prili§ vel'ké nepra-

G,=+p." In(M,), k=" (n(M,)-d), p= (13)

videlnosti, méze byt uzitocné ziskané hodnoty vhodnou metédou vyhladit’ (najmi ak neboli
vyhladené uz vstupné data). Prvotné odhady £; treba eSte prepocitat’ tak, aby sa pocty

skuto¢nych timrti s o¢akavanymi imrtiami v jednotlivych rokoch zhodovali a platila rovnost’
2ol D=2 Pyt (14)

kde D je pocet zomrelych vo veku x a v Case f a Py, je stredny stav poctu zijicich vo veku x
av caset.

Pre odhad buducich hodnot mier imrtnosti treba vypocitat’ predikcie parametra k. Na
to sa da pouzit’ tiez nickol’ko metod. V tomto prispevku (podobne ako Vik 2015) sa vyuzivaju
na predikcie ARIMA modely, ako je to pri LCM obvyklé. M6zeme ich najst’ napriklad v préci
Artl a Artlova (2003).

Pre takto ziskané¢ budice hodnoty parametra k; mozno vypocitat predikcie

Specifickych mier imrtnosti (cf. Haberman a Russolillo 2005) zo vztahu

A

M :Mx,T e[léx(lglﬂv —kr)] , (15)

x,T+s



kde T predstavuje posledny rok, pouzity pri odhade parametrov Lee-Carterovho modelu, ¢ize

M. r je posledna Specifickd miera umrtnosti pouzita pri odhade parametrov v Lee-Carterovom

modelia M je uz predigovana Specifickd miera umrtnosti, pricom s > 0. Potom v kazdom

x,T+s
roku ¢ vypocitame predikciu pravdepodobnosti imrtia vo veku x zo vztahu

-M

4, =l-e (16)

anasledne zo znamych vztahov dordtame ostatné premenné v umrtnostnych tabulkéch.

Z vypocitanych hodnot d.; vypocitame odhad modusu M(¥).

5 Pouzitie LCM na data SR a CR

Lee-Carterov model sme aplikovali na populdciu Slovenskej a Ceskej republiky, zvIast pre
muzov a pre Zeny. Vstupnymi iidajmi boli data za roky 1980 az 1999 (CR), resp. 2000 (SR),
ziskané z internetovych strdnok POPIN (POPIN Czech republic 2003, VDC 2015). Z nich
sme ziskali Specificki mieru imrtnosti M;. Pomocou metddy podl'a Habermana a Russolilla
sme odhadli parametre Lee-Carterovho modelu. Na Obr. 2 st zobrazené len odhady parametra

L vo vsetkych Styroch stiboroch, ked’ze zmeny funkcie dx; zavisia od neho.

Obr. 2. Parameter S, pre muZov a Zeny v SR a CR.
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Ako vidno, v CR vychadza S, pre muzov i pre Zeny takmer konstantné okolo 0,01 pre
rozne veky (s vynimkou vel'mi nizkych a vel'mi vysokych vekov), o znaci, ze s Casom sa
umrtnost’ znizuje pomerne rovnomerne (Specifickd miera umrtnosti sa znizuje kazdorocne
o zhruba jedno percento v kazdom veku). V SR je situacia ind. U muzov vo vekoch okolo 50-
80 rokov sa Specificka miera imrtnosti znizuje len vel'mi pomaly (S« je blizke nule), o znaci,
7e zniZzovanie umrtnosti sa deje eliminaciou predcasnych umrti. U Zien SR je vyvoj podobny

ako v CR, znizovanie imrtnosti je vSak o nie¢o pomalsie.



Dodajme, ze tento atypicky vysledok u muzov nie je celkom novy. Kodada (2007)
pouzil LCM pri skimani dat za SR za iné ¢asové obdobie, pricom hodnoty parametra S, vysli

podobne (pre vek 60-80 rokov menej ako 0,005).

6 Predikcia vyvoja normailnej dizKy Zivota v SR a CR podl'a LCM

Po odhadnuti vSetkych parametrov Lee-Carterovho modelu sme pocitali predikcie pre casovy
parameter k z dat za 1980 az 1999 (CR) resp. 2000 (SR). Po zvazeni viacerych kritérii pre
vybratie najlepSicho ARIMA modelu (Vlk 2015) sme zvolili ARIMA(0,1,2) pre zeny SR, v
ostatnych pripadoch ARIMA(0,1,1). Ukazalo sa vSak, ze sibor muzov SR dava nerealistické
progndzy. Pri¢inu treba vidiet' v tom, ze timrtnost’ slovenskych muzov sa po rokoch stagnacie
zacala od zaciatku 90. rokov znizovat’. Prejavilo sa to vo vyznamnej zmene trendu parametra
ki , Co potvrdil aj test o zhode regresnych priamok pred apo roku 1991. Preto sme pre
zlepSenie predikcii uvazovali u muzoch SR len model s datami od roku 1992 az 2006.

Pomocou tychto predikcii sme pre vSetky Styri subory ziskali predikcie Specifickych
mier umrtnosti podla vztahu (15), potom podla vztahu (16) sme ziskali pravdepodobnosti
umrtia a nasledne aj ostatné premenné v umrtnostnych tabulkach (podrobnosti Vlk 2015).
Potom sme v nich sledovali vyvoj funkcie dx,, t.j. tabul’kovy pocet zomrelych v danom veku
a Case ¢, a rovnakym spdsobom ako v § 3 vypocitali jej modus, Cize vek, v ktorom zomiera
najviac l'udi. Vysledky pre vSetky Styri sibory do r. 2020 su znazornené na Obr.1.

Data zo slovenskej stranky POPIN (VDC 2015) umozinuju porovnat’ ziskané predikcie
normélnej dizky Zivota v SR sjej odhadmi vypo&itanymi z publikovanych dat rovnakym
sposobom ako v § 3. Ako vidno na Obr.1, predikcie o nieco podhodnocuju realny vyvoj. Je to
zrejme nielen preto, ze predikcie st pocitané z pomerne kratkeho casového radu a ze prislusné
predikéné intervaly su prili§ Siroké, ale zrejme aj preto, ze predikcie nedostatocne zachycuju
zmenu trendu vo vyvoji imrtnosti na konci XX. storoc¢ia, ¢o plati najmé pre muzov SR.

Vyhradu mozno mat aj voci zvolenej metdde pre odhad modusu, ktord zlyhava pre
vzdialené predpovede. Na druhej strane, maly pocet bodov funkcie dyx pouzitych na odhad
modusu moze viest' k skokom vo vyvoji odhadov normalnej dizky Zivota. Je to spdsobené
tym, ze krivka dr ma pomerne ploché¢ a asymetrické maximum s viacerymi ndhodnymi
vykyvmi. Situaciu ilustruje Obr.3, ktory znazornuje vyvoj dx; v ¢ase vo vybranych rokoch pre
stibor muzov a zien SR. Pre nedostatok miesta grafy pre CR neuvadzame, vyzeraju podobne,

avsak vrchol krivky sa presuva doprava o nieco rychlejsie.



Obr. 3. Priebeh funkcie dx, , predikcie vo vybranych rokoch, muZi a Zeny SR.
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Vyvoj normélnej dizky Zivota, ale aj celej funkcie d; je ovplyviiovany parametrom jf..
Pretoze prave parameter f. je u slovenskych muzov v okoli modélneho veku blizky nule,
normalna dizka Zivota sa u slovenskych muzov meni minimalne. V ostatnych pripadoch
parameter f3, nadobuda takmer vyrovnané hodnoty, preto normélna dizka zivota sa predlzuje,

ale aj tu je predigovana normalna dizka Zivota vi¢sia v Cesku ako na Slovensku.

Zaver

V populacidch s nizkou imrtnostou dochddza k predlzovaniu strednej dizky Zivota
spravidla paralelne s predlzovanim normalnej dizky Zivota (Horiuchi et al. 2013).
V populéciach so strednou imrtnostou sa moze vyskytnat' istd anomélia, ked’ stredna dizka
zivota sa predlzuje a normdlna skracuje, a to vd’aka znizovaniu umrtnosti na odvratitelné
pri¢iny, ako napr. Ukrajina a Slovensko (Langhamrova et al. 2014). Lee-Carterov model
umoziuje pochopit’, akym spdsobom sa to deje, a robit” aj predikcie.

Prezentovani metdda predikcie normalnej dizky Zivota sa uréite da vo viacerych
bodoch zlepsit, preto dosiahnuté numerické vysledky treba brat’ s istou rezervou. K zvyseniu
presnosti by prispela aj kvalitnejSia idajova zakladia. Na druhej strane, metoda zalozena na
LCM otvara cestu, ako dospiet’ k presnejS§iemu obrazu o budicom vyvoji T'udskej imrtnosti.

To je aj vyzva pokracovat’ v skiimani.
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